




用 ,统一并改进了关于 Lebesgue2Bochner 函数空间的对偶表示方面许多熟知的重要定
理.
关键词 　　随机赋范模 　随机共轭空间 　对偶表示 　Lebesgue2Bochner 函数空间
本文中 ,恒以 (Ω , A ,μ) 表示一非负测度空间 ,记 F ( A) = { A ∈A | μ( A) < + ∞}. 对任给
的 A ∈A ,记 A ∩A = { A ∩D| D ∈A} ,μA 为μ在A ∩A 上的限制. 显然当 A ∈F ( A)时 , ( A ,
A ∩A ,μA) 为一有限测度空间. 记 B 为任一给定的赋范空间 , B′表示 B 的强拓扑对偶. 称一
Banach 空间关于 (Ω , A ,μ)具有 Radon2Nikodym 性质 (简记为 RNP) ,如果对每个 A ∈F ( A) ,此
空间关于 ( A , A ∩A ,μA) 都具有 RNP. 关于有限测度空间的 RNP 讨论参见文献[1 ] ; 关于μ2可
测函数 ,μ2可测集 ,μ2零集及μ2等价 ,尤其是 Lebesgue2Bochner 函数空间 L p (μ, B ) (1 ≤p ≤
+ ∞) 等的基本知识及术语 ,参见文献[2 ]. L p (μ, B ) 的对偶 (L p (μ, B ) )′的表示问题的研究有
悠久的历史 (见文献[1 ]及其参考文献) . 文献[1 ,3 ,4 ]证明了 : (L p (μ, B ) )′µL p (μ, B′) 当且仅
当 B′关于 (Ω , A ,μ)具有 RNP ,其中 (Ω , A ,μ) 为σ2有限 , q 是 p 的共轭数 (1 ≤p < + ∞) . 当
1 < p < + ∞且 (Ω , A ,μ) 为任一测度空间时 ,文献 [5 ]给出了 (L p (μ, B ) )′µL q (μ, B′) 的一个
充分条件. 本文的主要结果之一是证明 (L p (μ, B) )′µL q (μ, B′) 的充要条件为 B′关于 (Ω , A ,
μ)具有 RNP ,并且适当修改L ∞(μ, B′) 的定义后所获结论对 p = 1 也成立.
当 B 为一般赋范空间时 ,关于 (L p (μ, B ) )′的表示已有一系列工作[1 ,2 ,6～9 ] ,特别是文献
[9 ]对任一测度空间及 1 < p < + ∞给出了一个一般定理 : (L p (μ, B ) )′µL q (μ, B′,ω3 ) ;当
p = 1且 (Ω, A ,μ)可严格局部化时相应结果见文献[7 ] . 本文的中心目的是利用随机共轭空间
表示定理统一地给出一个更一般的对偶表示定理 ,它包括并改进了所有上述分散的已知结果 ,




本节中 , K表示实数域R 或复数域C , B 为域 K 上的赋范空间. 记 L0 (μ, B ) (L0 (μ, B′,
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ω3 ) ) 为所有定义在 (Ω , A ,μ) 上取值于 B (相应地 , B′) 的μ2可测 (弱 3 2μ2可测) 函数所成的线
性空间 ;L (μ, B ) (L (μ, B′,ω3 ) ) 表示 L0 (μ, B ) (相应地 ,L0 (μ, B′,ω3 ) ) 中元的μ2等价类
(弱 3 2μ2等价类) 全体所成的空间. 对任一 A ∈A ,L0A (μ, B ) , L0A (μ, B′,ω3 ) ,LA (μ, B) 及
LA (μ, B′,ω
3 ) 分别表示由上述 4 个空间中支撑含于 A 的元所成的线性空间. 对 Ω中任一子
集 , IE 表示 E 的特征函数 , I E 表示 IE 的μ2等价类 , F( E , B′) 表示定义在Ω上取值于 B′的支撑
含于 E 的函数所成的线性空间 , Ec 表示 E 在Ω中的补集.
定义 111 　(1) 乘积空间 7 {L0A (μ, B) | A ∈F ( A) }中的元 p = ( pA) ( pA 表 p 的A2坐标)
称为 B2值的广义μ2可测函数 ,若对任意 E , F ∈F ( A) 且 E < F ,恒有 pE (ω) = IE (ω) ·pF (ω)
μ2a. e. ;
(2) 乘积空间 7 { F( A , B′) | A ∈F ( A) }中的元 q = ( qA) 称为 B′2值的广义弱 3 2μ2可测
函数 ,若对任意的 b ∈B ,都有 (〈b , qA (·) 〉) A ∈F ( A)为一 K2值的广义μ2可测函数 ,这里〈·,·〉表
示 B 与 B′间的自然配对 ;
(3) 记 GL0 (μ, B) ( GL0 (μ, B′,ω3 ) ) 为所有 B2值 ( B′2值) 的广义μ2可测 (广义弱 3 2μ2可
测) 函数所成之集 , p , q ∈GL0 (μ, B) ( GL0 (μ, B′,ω3 ) ) 称为局部μ2等价 (局部弱 3 2μ2等价) ,如
对任一 A ∈F ( A ) , pA 与 qA 都μ2等价 (弱 3 2μ2等价) ,恒以 GL (μ, B ) ( GL (μ, B′,ω3 ) ) 表示
GL0 (μ, B) ( GL0 (μ, B′,ω3 ) ) 中所有元的局部μ2等价类 (局部弱 3 2μ2等价类) 所成的线性空
间.
命题 111 　(1) GL (μ, B) = { p ∈ 7 {LA (μ, B) | A ∈F ( A) } | pE = I E ·pF , Π E , F ∈
F ( A) , E < F} ,从而 GL (μ, B ) 恰为线性空间系{LA (μ, B ) | A ∈F ( A ) } 关于线性投影族
{ IEF :L F (μ, B) →L E (μ, B ) , IEF ( pF) = I E·pF , Π pF ∈L F (μ, B ) , E , F ∈F ( A) , E < F}的线性
投影极限 ;
(2) GL (μ, B′,ω3 ) = { q ∈ 7 {LA (μ, B′,ω3 ) | A ∈F ( A) } | qE = I E ·qF , Π E , F ∈
F ( A) , E < F} , 它也是{LA (μ, B′,ω3 ) | A ∈F ( A) }的线性投影极限 ;
(3) GL (μ, K)为乘积代数 7 {LA (μ, K) | A ∈F ( A) }的子代数 (LA (0μ, K) 在通常函数
的加法与乘法诱导的关于类的运算下成为 K上的代数) ;
(4) GL0 (μ, B) 及 GL0 (μ, B′,ω3 ) 为代数 GL0 (μ, K) 上的左模 (运算由数乘按坐标给出) ;
(5) 在 (4) 中运算诱导下 GL (μ, B) 及 GL (μ, B′,ω3 ) 为代数 GL (μ, K) 上的左模 ;
(6) 对任意ξ0 ∈L0 (μ, K) , ( IAξ
0) A ∈F ( A) ∈GL
0 (μ, K) ,故L0 (μ, K) (因此L (μ, K) ) 可嵌入
GL0 (μ, K) (从而 GL (μ, K) ) 视为子代数 ,从 (4) 及 (5) 可得 GL0 (μ, B) 与 GL0 (μ, B′,ω3 ) 亦是代
数L0 (μ, K) 上的模 ,尤其 GL (μ, B) 与 GL (μ, B′,ω3 ) 是代数 L (μ, K) 上的模.
定义 112 　(1) 设 p ∈GL0 (μ, B) (或L0 (μ, B) ) , p ∈L0 (μ, B) ,若 pA (或 IA·p) 与 IA·p 对任
一 A ∈F ( A)都μ2等价 ,则称 p 与 p 局部μ2等价 ,类似地可对 GL0 (μ, B′,ω3 ) (或 L0 (μ, B′,
ω3 ) ) 中元与 L0 (μ, B′,ω3 ) 中元之间定义局部弱 3 2μ2等价 ;
(2) 设 p ∈GL0 (μ, B) ,称 p 的支撑为σ2有限 ,若存在测度为σ2有限的μ2可测集 D ,使得
IDc·p局部μ2等价于 GL0 (μ, B) 中的零元 ;
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(3) 设 q ∈GL0 (μ, B′,ω3 ) (或L0 (μ, B′,ω3 ) ) ,称 q 为支撑σ2有限的 ,若存在σ2有限的μ2
可测集 D ,使得 IDc·q 局部弱
3 2μ2等价 (弱 3 2μ2等价) 于 GL0 (μ, B′,ω3 ) (L0 (μ, B′,ω3 ) ) 中的
零元.
定义 113 　称测度空间 (Ω , A ,μ) (或测度μ) 为可严格局部化 ,如果存在 F ( A) 的局部可
数的不交子族 U ,使得 ( ∪U) c 为局部μ2零集 ,这里 U 为局部可数意为任一 A ∈F ( A)至多与
U 中可数多个元相交 ,而Ω中子集 E 称为局部μ2零集 ,如果 E 与每个 F ( A ) 中元之交为μ2
零集. σ2有限测度与局部紧 Hausdorff 空间上的 Radon 测度均为可严格局部化测度[6 ,8 ] .
命题 112 　设 (Ω , A ,μ) 为可严格局部化 ,那么每一元 p ∈GL0 (μ, B ) ( GL0 (μ, B′,ω3 ) ) 必
局部μ2等价 (局部弱 3 2μ2等价) 于L0 (μ, B) (L0 (μ, B′,ω3 ) ) 中唯一元 p (在局部μ2等价 (局部
弱 3 2μ2等价) 意义下唯一) ;特别地 ,对任一测度空间 (Ω , A ,μ) ,每一个 GL0 (μ, B ) ( GL0 (μ,
B′,ω3 ) ) 中具有σ2有限支撑的元 p 必局部μ2等价于 (局部弱 3 2μ2等价于) L0 (μ, B ) (L0 (μ, B′,
ω3 ) ) 中一元 p ( p 在μ2等价 (弱 3 2μ2等价) 意义下唯一且支撑σ2有限) .
证 　设 (Ω , A ,μ) 为严格可局部化 ,记 U = { Aα| α∈Λ}为定义 1. 3 中所述的族 ,对任一
p = ( pA) ∈GL
0 (μ, B ) ( GL0 (μ, B′,ω3 ) ) . 定义 p :Ω→B (相应地 , B′) 如下 :若 ω∈Aα, 令
p (ω) = pAα(ω) ;若ω∈( ∪U)
c ,则令 p (ω) =θ( B (或 B′) 中的零元) , 那么由 U 的性质易验证
p 即满足要求. 若 (Ω , A ,μ) 为任一测度空间且 p 为支撑σ2有限的元 , D 如定义 1. 2 ,选{ A n}为
D 的任一可数可测的剖分且 A n ∈F ( A) ,那么用族{ A n| n ∈N}代替上述族 U 即得后半部分的
证明.
命题 113 　(1) 记L1oc (μ, B) (L1oc (μ, B′,ω3 ) ) 为由L0 (μ, B) (L0 (μ, B′,ω3 ) ) 中元的局部
μ2等价 (局部弱 3 2μ2等价) 类全体所成的线性空间 ,那么当 (Ω , A ,μ) 为可严格局部化时 ,映象
J :GL (μ, B) ( GL (μ, B′,ω3 ) ) →L1oc (μ, B ) (L1oc (μ, B′,ω
3 ) ) 定义为 : Π p ∈GL (μ, B ) ( GL (μ,
B′,ω3 ) ) , J ( p) 的代表元为命题 1. 2 中 p 的代表元对应的p ,为一线性同构 ;
(2) I :GL ∧(μ, B ) ( GL ∧(μ, B′,ω3 ) ) →L ∧(μ, B ) (L ∧(μ, B′,ω3 ) ) 对任一测度空间为线
性同构 ,其中 GL ∧(μ, B) , GL ∧(μ, B′,ω3 ) ,L ∧(μ, B ) 与 L ∧(μ, B′,ω3 ) 分别表示 GL (μ, B ) ,
GL (μ, B′,ω3 ) ,L (μ, B) 与 L (μ, B′,ω3 ) 中支撑为σ2有限的元所成的线性空间 (等价类的支
撑为σ2有限意指其代表元支撑σ2有限) .
熟知当μ为σ2有限时 , L (μ, R)在序 ≤: p ≤q ∶= p (ω) ≤q (ω) μ2a. e. 之下为完备格 ,记为
(L (μ, R) , ≤, ∨, ∧) [2 ] . 由此易知 L ∧(μ, R) 作为 L (μ, R) 的子格对任一测度空间 (Ω , A ,μ)
都为完备格. 尽管对任一测度空间上支撑不为σ2有限的μ2可测函数 , (L (μ,R) , ≤, ∨, ∧) 不
是完备格 ,但对 GL (μ,R)有
命题 114 　GL (μ, R) 在序 ≤L : p ≤L q ∶= pA ≤qA ( ΠA ∈F ( A ) ) 之下为完备格 ,记此格为
( GL (μ,R) , ≤L , ∨L , ∧L) . 特别地 ,对任一子集 H < GL (μ, R) ,任一乘积空间 7 { F( A , R) |
A ∈F ( A) } (有关记号见本节开头)中任一元 r ,有
(1) 若 h ≤L r ( Π h ∈H) ,那么 ∨L H 存在 ,就是 ( ∨
h ∈H
hA) A ∈F ( A) ,且 ∨L H ≤L r ;
(2) 若 r ≤L h ( Π h ∈H) ,那么∧L H 存在 ,就是 ( ∧
h ∈H
hA) A ∈F ( A) ,且 r ≤L ∧L H.
2 　随机赋范模及其随机共轭空间的表示定理
本节中 ,记 GL + (μ, R) (L + (μ, R) )为 GL (μ, R) (L (μ, R) )中的非负元的全体.
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　　定义 211 　设 S 为域 K上的线性空间 ,映象 X : S →GL + (μ, R) ( Xp 表示 X ( p) )满足如下
条件 :
(RN1) Xp =θ( GL (μ,R)中零元) Ζ p =θ( S 中零元) ;
(RN2) Xαp = |α| Xp , Πα∈K, p ∈S ;
(RN3) Xp + q ≤L Xp + Xq , Π p , q ∈S ,
那么称有序对 ( S , X )为数域 K上以测度空间 (Ω, A ,μ) 为基的随机赋范空间 (简记为 RN 空
间) ; X称为随机范数 ;若 X仅满足 (RN2)及 (RN3) ,则称为随机半范数 ;若 X : S →GL (μ, R) 满
足 (RN3)及 Xαp =α·Xp ( Πα≥0 , p ∈S) ,则称为随机次线性泛函 . 若 ( S , X ) 为 RN 空间且存在
另一映象 3 : GL (μ, K) ×S →S 满足如下条件 :
(RNM1) ( S , 3 ) 为代数 GL (μ, K)上的左模 ;
(RNM2) Xξ3 p = |ξ| ·Xp , Πξ= (ξA) ∈GL (μ, K) , p ∈S ,其中|ξ| = ( |ξA | ) ∈GL + (μ, R) ,
则称 ( S , X , 3 )为以 (Ω , A ,μ)为基的随机赋范模 (简记为 RN 模) .
注 211 　代数 GL (μ, K) 中单位元 e = ( IA ) A ∈F ( A) ,由 (RNM1) 知 , (α·e) 3 p =α( e 3 p) =
α·p , Πα∈K, p ∈S ,从而可视α为αe ,因此 3 可视为 S 上数乘运算的自然扩张 ,故可简写 ( S ,
X , 3 )为 ( S , X ) ,ξ3 p 为ξ·p. 因L (μ, K) 可视为 GL (μ, K) 的子代数 ,因此对任意ξ∈L (μ,
K) , p ∈S ,ξ3 p 有意义. 两个同一数域上以同一测度空间为基的 RN 模称为等距同构 ,若它们
之间存在一保随机范数的模同构.
定理 211 　设 ( S , X ) 为数域 K 上以 (Ω , A ,μ) 为基的 RN 空间. 记 F + ( A ) =
{ A ∈F ( A) | μ( A) > 0} . 对任一 A ∈F + ( A) ,ε> 0 , 0 <λ<μ( A) , 记 Uθ( A ,ε,λ) = { p ∈S |
μ({ω∈A | ( Xp) A (ω) <ε} ) >μ( A) - λ} , 那么 Uθ= { Uθ( A ,ε,λ) | A ∈F + ( A) ,ε> 0 , 0 <λ<
μ( A) }构成 S 上某个 Hausdorff 线性拓扑 (称为由 X 决定的 (ε,λ) 2拓扑) 的局部基 (本文恒使
用该拓扑) ;当 ( S , X )为 RN 模时 ,由于 GL (μ, K)也为 RN 模 ,故 S 为拓扑代数 GL (μ, K) 上的
拓扑模 ,即 3 : GL (μ, K) ×S →S 是联合连续的.
例 211 　GL (μ, B ) 与 GL (μ, B′,ω3 ) 在随机范数 X : GL (μ, B ) →GL + (μ, R) 及 X 3 :
GL (μ, B′,ω3 ) →GL + (μ, R) 之下都成为 RN 模 , 其中 Xp = ( ‖ pA ‖) A ∈F ( A) , X
3
q =
(ηA) A ∈F ( A) ,这里 ,ηA = ∨{ |〈b , qA〉| | b ∈B , ‖b ‖≤1} , ΠA ∈F ( A) .
定理 212 　设 ( S , X )同定义 2. 1. f : S →GL (μ, K) 称为几乎处处有界的随机线性泛函 ,若
f 为线性且存在ξ∈GL + (μ, R) ,使得| f ( p) | ≤Lξ·Xp , Π p ∈S . 记所有这样的 f 的全体为 S 3 并
定义 X 3 : S 3 →GL + (μ, R) 为 X 3f = ∧L {ξ∈GL
+ (μ, R) | | f ( p) | ≤Lξ·Xp , Π p ∈S } . 由于
GL (μ, K) 为自身上的左模 ,从而 S 3 自然也构成代数 GL (μ, K) 上的左模 ,进一步 ( S 3 , X 3 )构
成一 RN 模 , X 3f 称为 f 的随机范数.
下面 3 个命题可由广义μ2可测函数的定义 ,按坐标处理 ,再由基为有限测度空间的 RN 空
间上的相应结果[12 ]推出.
命题 211 　设 S 为实 (复) 线性空间 , (Ω , A , μ) 为任一测度空间 , M < S 为子空间 , f :
M →GL (μ,R) ( GL (μ,C) ) 为线性映象 , X : S →GL (μ, R) ( GL + (μ, R) ) 为随机次线性泛函 (随
机半范 ) 且 f ( p ) ≤L Xp ( | f ( p ) | ≤L Xp ) , Π p ∈M , 那么存在 f 的线性扩张 F , 使得
F( p) ≤L Xp ( | F( p) | ≤Xp) , Π p ∈S . 由此保证了 RN 空间的任意子空间上任一几乎处处有界
随机线性泛函必有保随机范数的扩张.
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命题 212 　设 ( S , X )为域 K上的 RN 模. f ∈S 3 的充要条件为 f 是 S 到 GL (μ, K) 中的连
续模同态.
命题 213 　设 ( S , X ) 同命题 2. 2 , f ∈S 3 , 那么 , X 3f = ∨L { | f ( p) | | p ∈S (1) } , 其中
S (1) = { p ∈S | Xp ≤L1 ( ( Xp) A ≤1 , ΠA ∈F ( A ) ) } . 特别地 ,若 S = GL (μ, B ) , 那么 X 3f =
∨L{| f ( j ( b) ) | | b ∈B , ‖b ‖≤1} ,其中 j : L (μ, B ) →GL (μ, B ) 为嵌入映象 ,即 j ( p) = ( IA·
p) A ∈F ( A) .
在本文以下部分 ,设 ( S , X ) 为数域 K 上以任一测度空间 (Ω , A ,μ) 为基的 RN 模 ;对任
一 A ∈F ( A) ,记 SA = IA ·S = { IA ·p | p ∈S} , XA 为 X 在 SA 上的限制 ,由于 (IA·GL (μ,
R) , ≤L)与 (LA (μ, R) , ≤)格同构 ,从而 ( SA , XA) 可视为以 ( A , A ∩A ,μA) 为基的 RN 模 , ( S
3
A ,
X 3A ) 为 ( SA , XA) 的随机共轭空间.
定理 213 　对任意 E , F ∈F ( A) , E < F ,线性映射 uEF : S 3F →S 3E , 记 uEF ( f F) 为 f F 在 S E
上的限制 , Πf F ∈S 3F . 易知{ S 3E | E ∈F ( A) }关于线性映射族{ uEF| E , F ∈F ( A) , E < F }构
成线性投影系 ( ( F ( A) , < )为一定向集) ,记 S 3 为此线性投影系的投影极限 ,那么 ,
(1) 在模乘法·∶GL (μ, K) ×S 3 →S 3 , ξ·f = (ξA·fA ) A ∈F ( A)之下 , S 3 为代数 GL (μ, K) 上
的左模 ;
(2) 定义 X 3 : S 3 →GL
+ (μ, R) , X 3 ( f ) = ( X
3
A ( fA) ) ,那么 ( S 3 , X 3 )为 K上以 (Ω , A ,μ)
为基的 RN 模 ;
(3) 定义映射 T : ( S 3 , X 3 ) →( S 3 , X 3 ) 为 T ( f ) = ( fA) A ∈F ( A) (其中 fA 为 f 在 SA 上的限
制) ,那么 T 为等距同构.
证 　(1) 显然 ; (2) 由 X 3E ( f E) = I E·X 3F ( f F) , Π E , F ∈F ( A) , E < F ,从而 X 3 ( f ) ∈
GL + (μ, R) , (2)的其他性质也是显然的 ; (3) 仅需证 T 是满的 ,对任给的 g = ( gA ) ∈S 3 ,定义
f :S →GL (μ, K) 为 f ( p) = ( gA ( pA ) ) , Π p ∈S , 其中 pA = IA ·p. 由于 gE ( pE) = gF ( pE) =
gF (I E·pF) = I E·gF ( pF) , Π E , F ∈F ( A) , E < F ,从而 f ( p) ∈GL (μ, K) ,又由 gA ∈S 3A 知 f ∈
S 3 ,且易验证 fA ∶= f 在 SA 上的限制 = gA , ΠA ∈F ( A) ,即 T ( f ) = g.
引理 211[10 ] 　设 (Ω , A ,μ) 为σ2有限 ,L ∞0 (μ, K) 为所有有界 K2值μ2可测函数全体并赋以
上确界范数所成的 Banach 代数 ,L ∞(μ, K) 为所有本质有界的 K2值μ2可测函数等价类全体并
赋以本质上确界范数所成的 Banach 代数 ,那么存在一个从L ∞(μ, K)到L ∞0 (μ, K) 中的 Banach
代数等距同态 T ,使得
(1) T ( p) ∈p , Π p ∈L ∞(μ, K) ;
(2) T ( p) (ω) ≥0 , Π p ∈L ∞(μ, K) ∩L + (μ, R) ,ω∈Ω.
引理 212 　设 (Ω , A ,μ) 为σ2有限测度空间 ,那么映象 T :L (μ, B′,ω3 ) → (L (μ, B) ) 3
( Π q ∈L (μ, B ,ω3 ) , Tq :L (μ, B) →L (μ, K) 定义为 Tq ( p) =〈p , q〉) 为 RN 模意义下的等距
同构.
证 　由引理 2. 1 及文献[10 ]中定理 3. 1 证明的开始部分即得.
定理 214 　对任一测度空间 ( Ω , A ,μ) , T : q ∈GL (μ, B′,ω3 ) →Tq ∈( GL (μ, B ) ) 3 (其
中 , Tq ( p) =〈p , q〉, Π p ∈GL (μ, B) ,〈p , q〉= (〈pA , qA〉) A ∈F ( A) )为 RN 模意义下的等距同构.
证　在定理 2. 3 中 ,取 S = GL (μ, B ) ,那么从引理 2. 2 知 S 3A 就是 LA (μ, B′,ω
3 ) ,从而
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( S 3 , X 3 )正是 GL (μ, B′,ω
3 ) ,故 T 为等距同构.
定理 215 　自然嵌入 i :GL (μ, B′) →GL (μ, B′,ω3 ) 为 RN 模意义下等距同构的充要条件
是 B′关于 (Ω , A ,μ)具有 RNP ;特别地 ,映象 T :GL (μ, B′) →( GL (μ, B) ) 3 ( Tq ( p) =〈p , q〉) 为
等距同构的充要条件为 B′关于 (Ω, A ,μ) 具有 RNP.
证 　在 (Ω , A ,μ)为有限测度空间时 ,此即文献 [10 ]中的定理 3. 1 与 1. 1. 对一般情形由
广义μ2可测函数的定义并按坐标处理即可得证.
3 　随机共轭空间与经典共轭空间
本节中 , ( S , X )仍表示数域 K 上以 (Ω , A ,μ) 为基的 RN 模 ;1 ≤p ≤+ ∞与 1 ≤q ≤+ ∞
为一对共轭数 ; ‖·‖p :L (μ, B ) →[0 , + ∞]为通常的 p2范数 ,当 B = K 时 ,记 ‖·‖p 为| ·| p ;
定义 Np : S →[0 , + ∞]为 Np ( g) = sup{ | ( Xg) A | p | A ∈F ( A ) } ,记 L
p ( S ) = { g ∈S | Np ( g) <
+ ∞} .
引理 311 　(1) 设 g ∈L p ( S) 且 1 ≤p < + ∞,那么 Xg 具有σ2有限的支撑 ;
(2) 对 1 ≤p ≤+ ∞, (L p ( S) , Np) 为赋范空间 ;
(3) ∪{ SA | A ∈F ( A) }依 (ε,λ) 2拓扑在 S 中稠 ;
(4) ∪{L p ( SA) | A ∈F ( A) }依 (ε,λ) 2拓扑在 S 中稠 (1 ≤p ≤+ ∞) ;
(5) 当 1 ≤p < + ∞时 , ∪{L p ( SA) | A ∈F ( A) }在L
p ( S) 中依范数 Np 稠.
引理 312 　设 1 ≤p < + ∞, I 同命题 1. 3 , Î 为 I 在 L p ( GL (μ, B) ) 上的限制 ,那么 Î 为赋范
空间L p ( GL (μ, B) ) 到L p (μ, B) 的等距同构.
引理 313 　(1) 定义 N :L ∧(μ, B′,ω3 ) →L + (μ, R) ∩L ∧(μ, R) 为 N ( p) = ∨{ |〈 b , p〉| |
b ∈B , ‖b ‖≤1} ,那么 N 具有性质 : (N1) N ( p) ≤‖p
0 ‖′,这里 p0 为 p 的任一代表元且
‖·‖′为 ‖·‖的对偶范数 ; (N2) N ( p + q) ≤N ( p) + N ( q) ; (N3) N ( p) =θΖ p =θ; (N4)
N (αp) = |α| N ( p) , Πα∈K, p ∈L ∧(μ,Β′,ω3 ) ;
(2) 设 1 ≤p < + ∞,记 L p (μ, B′,ω3 ) = { g ∈L ∧(μ, B′,ω3 ) | | N ( g) | p < + ∞} ,定义
‖·‖p :L
p (μ, B′,ω3 ) →[0 , + ∞) 为 ‖g ‖p = | N ( g) | p ,仍记 Î 为命题 1. 3 中 I 在 L
p ( GL (μ,
B′,ω3 ) ) 上的限制 ,那么 Î 为 (L p ( GL (μ, B′,ω3 ) ) , Np) 到 (L
p (μ, B′,ω3 ) , ‖·‖p) 上的等距
同构.
引理 314 　设 1 ≤q < + ∞,并记 e :L q (μ, B′) →L q (μ, B′,ω3 ) 为自然嵌入 ,那么 e 为等距
线性算子 ,进一步 , e 为等距同构的充要条件为 B′关于 (Ω, A ,μ) 具有 RNP.
证　e 显然为等距线性. e 为等距同构当且仅当 LA (μ, B′) 与 LA (μ, B′,ω
3 ) 作为 RN 模
为等距同构 (对每个 A ∈F ( A) ) ,当且仅当 B′关于每个 ( A , A ∩A ,μA) 具有 RNP
[10 ] .
定义 311 　设 B 为Banach 空间且 Î 同引理 3. 2. 对任一 A ∈A , g ∈L1 ( GL (μ, B) ) ,定义 g
在 A 上的 Bochner 积分 记作∫Agdμ 为通常的μ2可测函数 Î ( g) ∈L1 (μ, B) 的Bochner 积分.
显然 ‖∫Ωgdμ‖≤N1 ( g) ( Π g ∈L1 ( GL (μ, B) ) ) 且具有通常 Bochner 积分的一切性质[2 ] .
定理 311 　 T : f ∈L q ( S 3 ) → Tf ∈(L p ( S) )′ Tf ( g) =∫Ω f ( g) dμ, Π g ∈L p ( S) 为等距
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同构 ,即 (L p ( S) )′µ L q ( S 3 ) (1 ≤ p < + ∞) .
证　当 (Ω , A ,μ) 为有限测度空间时 ,即文献[11 ]的定理 1. 对一般情形 ,首先 T 是等距
的. 事实上 ,由| f ( g) | ≤L X
3
f ·Xg 知 N1 ( f ( g) ) ≤Nq ( f ) ·Np ( g) ,从而 f ( g) ∈L
1 ( GL (μ, K) ) 且
‖Tf ‖≤Nq ( f ) ; 另一方面 ,对任意 f ∈L
q ( S 3 ) , A ∈F ( A ) ,记 fA 为 f 在 SA 上的限制 ,那么
L p ( SA)正是 IA·L p ( S) = { IA·g| g ∈L p ( S) } ,从而对任一 gA ∈L p ( SA) ,有 T Af ( gA ) (这里 T Af 为
Tf 在L
p ( SA) 上的限制) = Tf ( gA) =∫ΩfA ( gA) dμ =∫ΩfA (IA ·gA) dμ =∫A fA ( gA) dμ, 由于 ( A ,
A ∩A ,μA) 为有限测度空间 ,故从文献[11 ]的定理 1 知 fA ∈L
q ( S 3A ) 且 Nq ( fA ) = | X
3
A ( fA) | q =
‖TAf ‖≤‖Tf ‖,从而也有 Nq ( f ) = sup{ | X
3
A ( fA ) | q | A ∈F ( A) } ≤‖Tf ‖,总之 , ‖Tf ‖=
Nq ( f ) .
其次 , T 亦是满的. 设 Q ∈(L p ( S) )′, ΠA ∈F ( A) ,记 Q A 为 Q 在L p ( SA) 上的限制 ,那么
Q A ∈ (L p ( SA) )′,且由文献[11 ] 的定理 1 知存在一 hA ∈L
q ( S 3A ) ,使得 Nq ( hA) = ‖Q
A ‖及
QA ( gA) =∫AhA ( gA) dμA =∫ΩIA ·hA ( gA) dμ =∫ΩhA (IA ·gA) dμ =∫ΩhA ( gA) dμ, Π gA ∈L p ( SA) .
可断言 ( hA) A ∈F ( A) ∈S 3 , 事实上 ,对任意 E , F ∈F ( A)且 E < F ,任意 D ∈ E ∩A , gE ∈
L p ( S E) , 一方面 ,
QE (ID ·gE) = QF (ID ·gE) =∫ΩhF (ID ·gE) dμ =∫ΩID ·hF ( gE) dμ =∫DhF ( gE) dμ;
另一方面 ,
QE (ID ·gE) =∫ΩhE (ID ·gE) dμ =∫ΩID ·hE ( gE) dμ =∫DhE ( gE) dμ,
从而∫DhF ( gE) dμ =∫DhE ( gE) dμ, ΠD ∈ E ∩ A , gE ∈L p ( S E) ,故 hF ( gE) = hE ( gE) , Π gE ∈
L p ( S E) ,从而由L
p ( S E) 在 S E 中依 (ε,λ) 2拓扑稠得 hE = hF 在 S E 上的限制. 再由定理 2. 3 (3) ,
存在 f ∈S 3 ,使得 fA ( f 在 SA 上的限制) = hA , ΠA ∈F ( A) ,且 X 3f = ( X 3A ( hA ) ) A ∈F ( A) ,从而
Nq ( f ) = sup{ Nq ( hA ) | A ∈F ( A ) } = sup { | X
3
A ( hA ) | q | A ∈F ( A ) } = sup { ‖Q
A ‖| A ∈
F ( A) } ≤‖Q ‖< + ∞,所以 f ∈L q ( S 3 ) . 最后断言 : Tf = Q. 事实上 ,
Tf ( gA) =∫Ω f ( gA) dμ =∫Ω f (IA ·gA) dμ =∫ΩIA ·f ( gA) dμ =∫A fA ( gA) dμ =
∫AhA ( gA) dμ =∫ΩhA ( gA) dμ = Q ( gA) , 　Π gA ∈L p ( SA) , 　 A ∈F ( A) ,
故 Tf 与 Q 在 ∪{L
p ( SA) | A ∈F ( A) }上的限制相等 ,从而由引理 3. 1 (5)可推出 Tf = Q .
定理 312 　设 1 < p < + ∞且 (Ω , A ,μ)为任一测度空间 ,则 (本定理中积分作通常理解)
(1) T :L q (μ, B′,ω3 ) →(L p (μ, B) )′是等距同构 ,其中 Tf (表示 T ( f ) ) 为 Tf ( g) =∫Ω〈 g ,
f〉dμ, Π g ∈L p (μ, B) ;
(2) T̂ :L q (μ, B′) →(L p (μ, B ) )′为等距同构的充要条件是 B′关于 (Ω , A , μ) 具有 RNP ,
其中 T̂f (表示 T̂ ( f ) ) 为 T̂f ( g) =∫Ω〈 g , f〉dμ, Π g ∈L p (μ, B) .
证 　(1) 在定理 3. 1 中取 S = GL (μ, B ) ,那么 S 3 = GL (μ, B′,ω3 ) ,由引理 3. 2 及 3. 3 知
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L p ( S) µL p (μ, B) 及L q ( S 3 ) µL q (μ, B′,ω3 ) ,再由 (L p ( S ) )′µL q ( S 3 ) 及定理 3. 1 中的配对
相当于通常的配对可知 (1)成立.
(2) 记 e 同引理 3. 4 ,那么 T̂ = T. e ,因此 T̂ 为等距同构当且仅当 e 为等距同构 ,当且仅当
B′关于 (Ω , A ,μ)具有 RNP.
注 311 　定理 3. 2 (1) 相当于文献[9 ]中的定理 8 ,但这里的证明方法及对L q (μ, B′,ω3 ) 引
入范数的方式均与文献[9 ]不同 ,当然两种引进范数的方式必合而为一 ,这导得文献[9 ]中的命
题 10 显然成立 (注意到引理 3. 3) ;定理 3. 2 (2) 改进了文献 [ 5 ]中的定理 4. 3 :因 B 的范数
Fréchet 可微时 B′必具有 RNP ,从而 B′关于任一测度空间 (Ω , A ,μ) 具有 RNP.
定理 313 　设 (Ω , A ,μ)为任一测度空间 ,那么 ,
(1) T :L ∞( GL (μ, B′,ω3 ) ) → (L1 (μ, B) )′为等距同构 , 其中 , Tf (对 f ∈L
∞( GL (μ, B ,
ω3 ) ) ,表示 T ( f ) ) 为 Tf ( g) =∫Ω〈 j ( g) , f〉dμ, Π g ∈L1 (μ, B) ,这里 j 同命题 2. 3 且积分同定
义 3. 1 ;
(2) T̂ :L ∞( GL (μ, B′) ) → (L1 (μ, B) )′为等距同构当且仅当 B′关于 (Ω , A , μ) 具有
RNP ,其中 , T̂f 定义为 T̂f ( g) =∫Ω〈 j ( g) , f〉dμ, Π g ∈L1 (μ, B) ( f ∈L ∞( GL (μ, B′) ) ) , j 同上.
证　在定理 3. 1 中取 S = GL (μ, B ) 及 p = 1 ,从而 S 3 = GL (μ, B′,ω3 ) , L1 ( S ) µL1 (μ,
B) ,故 (1)得证. 由 (1)并注意到定理 2. 5 即得 (2) .
注 312 　当μ可严格局部化时 ,由命题 1. 3 知定理 3. 3 (1) 退化为文献 [7 ]中的定理 2. 熟
知 RN 模包括比 GL (μ, B ) (即使μ为有限测度也对 ,见文献[13 ]) 更广泛的对象与内容 ,从而
定理3. 1包括比 Lebesgue2Bochner 函数空间 L p (μ, B) 的对偶表示定理 (即定理 3. 2 及 3. 3) 更丰
富的内容.
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